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Sunto. - In questo seminario ci occupiamo del seguente problema: data una famiglia 
di campi vettoriali regolari X1,..., Xm su R, ci chiediamo se esiste un gruppo omogeneo 
di Carnot G = (RN,0,6,) tale che Y; X? sia un sub-Laplaciano su G. A tale propos- 
ito troviamo condizioni necessarie e sufficienti sugli assegnati campi vettoriali affinché la 
risposta alla suddetta domanda sia positiva. Inoltre esibiamo una costruzione esplicita 
della legge di gruppo © che verifica i requisiti di cui sopra, fornendo dimostrazioni dirette. 
La prova è essenzialmente basata su una opportuna versione della formula di Campbell 
Hausdorff. Per finire, mostriamo svariati esempi non banali del nostro metodo costruttivo 
e ricordiamo alcuni fatti generali sulla formula di Campbell-Hausdorff. 


English summary - In this paper, we are concerned with the following problem: 
given a set of smooth vector fields X1,...,Xm on RN, we ask whether there exists a ho- 
mogeneous Carnot group G = (RN, 0,6) such that Y}; X? is a sub-Laplacian on G. We 
find necessary and sufficient conditions on the given vector fields in order to give a posi- 
tive answer to the question. Moreover, we explicitly construct the group law o as above, 
providing direct proofs. Our main tool i a suitable version of the Campbell-Hausdorff 
formula. Finally, we exhibit several non-trivial examples of our construction and we recall 
some general properties of the Campbell-Hausdorff formula. 
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Gruppi di Carnot | 
relativi a famiglie di campi vettoriali. * 


ANDREA BONFIGLIOLI 


1 Introduzione. 


Scopo di questo seminario è presentare alcuni risultati relativi alla costruzione dei gruppi di Carnot 
canonicamente associati ad assegnate famiglie di campi vettoriali. Un gruppo di Carnot (o grup- 
po stratificato) è un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso (G,0) la cui algebra di 
Lie g ammette una stratificazione, i.e. una argo diretta (nel senso degli spazi vettori- 
ali) g = W®---@W, tale che [W1, Wi] = Wi+1, [W1,W,] = {0}. Gran parte del rilievo che 
i gruppi stratificati rivestono nella teoria delle EDP è certamente dovuto al notevole risultato di 
Rothschild&Stein [RS] secondo cui ogni operatore del second’ordine somma di quadrati di campi 
vettoriali di Hòrmander può essere approssimato (in un senso opportuno) da un sub-Laplaciano 
su uîi gruppo stratificato e libero. A parte il grandissimo numero di articoli in cui vengono stu- 
diati l'operatore di Laplace o il Laplaciano di Kohn sul gruppo di Heisenberg, molta letteratura 
è stata di recente dedicata ai sub-Laplaciani sui gruppi di Carnot: sono stati estesi al contesto 
dei gruppi stratificati numerosi risultati di teoria del potenziale [BL1, BL2, BL3], di geometria 
sub-Riemanniana [GK, MSS], di teoria geometrica della misura [FSS, MS], sono state studiate pro- 
prietà di simmetria per soluzioni di equazioni semilineari [BiL, BP, GV2], mappe quasi-conformi 
[C, HH], sono state trattate classi particolarmente importanti quali i gruppi di tipo Heisenberg 
[B, CDKR], proprietà globali di soluzioni di equazioni sub-ellittiche [FF, GV1, MM], l'equazione 
del calore relativa ai sub-Laplaciani [BLU, BU], sono state fornite alcune applicazioni in teoria dei 
sistemi di controllo e nella formalizzazione matematica dello studio dei materiali cristallini, ecc. 

Usualmente, il gruppo di Carnot G e la sua legge di composizione o sono parte dei dati del prob- 
lema ed ogni studio è condotto con lo scopo di trattare alcune proprietà ed aspetti della assegnata 
struttura di G. D'altra parte, specialmente nell'analisi delle equazioni alle derivate parziali, una 
situazione opposta può presentarsi: data una famiglia di campi vettoriali X1,...,Xm su RN, per 
esempio assegnata una somma di quadrati £ = }}; X?, ci si può chiedere se esiste un gruppo di Lie 
(G, 0) su R rispetto al quale ogni campo X; sia invariante a sinistra e £ sia un sub-Laplaciano. 
Inoltre, in caso la risposta sia affermativa, può essere altresì rilevante riuscire ad esibire esplici- 
tamente una legge di gruppo o che abbia le suddette proprietà. Lo scopo di questo seminario 
è trattare questi problemi. 

Prima di citare i nostri risultati, ricordiamo brevemente la definizione di gruppo di Carnot a cui 
faremo riferimento nel seguito. Supponiamo che il gruppo di Lie (R,0) sia dotato di una famiglia 
di automorfismi {Sx}\>q (dette dilatazioni) della forma 


Sx (£) = ded...) = (A A?rld N), (1.1) 
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ove xl € RN: per i = 1,...,r e Ni +-:-+ N, = N. Denotiamo con g l’algebra di Lie relativa 
a (RN,0). Perî=1,. Na sia Yi il campo vettoriale di g che coincide nell’origine con 9/0x. 
Facciamo la seguente jpotesî: l’algebra di Lie generata da Y1,...,Yy, coincide con g. Sotto queste 
ipotesi, diciamo che G = (RN, 0, d1) è un gruppo di Carnot gmiageneo. Se X1,.. ar N; è una qual- 
siasi base di span{Y,..., Yv, }, l'operatore differenziale del second’ordine £ = SN 1 X? sarà detto 
un sub-Laplaciano su G. Non è difficile riconoscere che, a meno di isomorfismi, questa definizione 
coincide con la classica definizione di gruppo di Carnot (si veda, per i dettagli, [BU]). 

In questo seminario, ci lrn del seguente problema: assegnata una famiglia di campi 
vettoriali X1,..., Xm suRN 


(i) troviamo condizioni necessarie e sufficienti (a due a due indipendenti e di semplice verifica) 
sugli X; che assicurino che date 3 sia un sub-Laplaciano su un opportuno gruppo di Carnot 
omogeneo G = (RN, 0,61) (si vedano le ipotesi (Ho)-(H1)-(H2) nella Sezione 2); 


(ii) quando queste condizioni sono soddisfatte, costruiamo esplicitamente il gruppo di Carnot 
omogeneo G; 


(iii) diamo alcuni esempi non banali della nostra costruzione. 


Forniamo di seguito una breve descrizione di questa nota. Nella Sezione 2, richiamiamo al- 
cune semplici proprietà necessariamente soddisfatte dai campi dell’algebra di un gruppo di Carnot 
omogeneo. Queste proprietà suggeriscono di assumere le ipotesi (HO)-(H1)-(H2) sui campi vetto- 
riali X1,..., Xm, al fine di risolvere (i). Nella Sezione 3, mostriamo che queste ipotesi sono anche 
sufficienti per risolvere ìl nostro problema: ci occupiamo infatti della costruzione del gruppo G, 
come asserito in (ii) (si veda il Teorema 3.7). Definiamo una opportuna legge di gruppo su RN 
attraverso la soluzione di tipo esponenziale di un certo sistema di equazioni differenziali ordina- 
rie, canonicamente associato ai campi X1,..., Xm. La prova dell’associatività di questa legge non 
è immediata. Il nostro intento è di fornire una dimostrazione la più diretta possibile: essa si basa 
su una formulazione debole della formula di Campbell-Hausdorfî (si veda il Lemma 3.4). In partico 
lare, intendiamo non sfruttare l’associatività della cosiddetta operazione di Campbell-Hausdorff su 
un’algebra di Lie, risultato che sembra piuttosto profondo. Per quanto riguarda (iii), nella Sezione 
4 forniamo alcuni esempi della nostra costruzione. Per finire, nell’Appendice ricordiamo alcune 
referenze e risultati sulla formula di Campbell-Hausdorff, con particolare riferimento ad un articolo 
di Djokovié [D]. 


I dettagli relativi alle prove dei risultati di questa nota si possono trovare in [Bo]. 


2 Gruppi omogenei di Carnot. Le ipotesi sui campi. 


Per iniziare, diamo due definizioni di gruppo di Carnot. La prima è la definizione classica (si veda 
e.g. [F, p. 171), [RS, p. 256], [VSC, p. 44], [HK, p. 65]). La seconda, quella di gruppo omogeneo di 
Carnot, è più conveniente in un contesto analitico. A meno di isomorfismi, le due definizioni sono 
equivalenti (si veda [BU]). Data un’algebra di Lie g, per ogni coppia di sottoinsiemi V, W di g 
poniamo 

[V, W] := spanf[u,w]|veV, weW}. 


Definizione 2.1 (Gruppo di Carnot). Un gruppo di Carnot (0 gruppo stratificato) è un gruppo 
di Lie G connesso e semplicemente connesso la cui algebra di Lie g ammette una stratificazione, 
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i.e. una decomposizione diretta (nel senso degli spazi vettoriali) 


Mi, Vi-1]=V se 2<i<r, 


Mi, VW] = {0}. (2.1) 


g=VN0WM9---©Vo tale che { 
Definizione 2.2 (Gruppo Omogeneo di Carnot). Supponiamo che RN sia dotato di una 
struttura di gruppo di Lie mediante l'operazione o. Supponiamo inoltre che su RN sia assegnata 
una struttura omogenea mediante una famiglia {Sx}>0 di automorfismi del gruppo (RN,0) (dette 
dilatazioni) della forma seguente i 


Gr (20,20...) = Ae N20... N°). (2.2) 
Qui x € RN per i = 1,...,r e N\+ Na+--:+N, = N. Sia 9 l’algebra di Lie del gruppo 


(RN, 0), ossia l'insieme dei campi vettoriali invarianti a sinistra su (RN,0). Peri=1,..., N, sia 
Yi l’unico campo vettoriale di g che coincide con 0/02 nell'origine. Facciamo la seguente ipotesi: 


(C1) l’algebra di Lie generata da Yi,..., Yw, coincide con g. 
Allora, G= (RN, 0,61) è detto gruppo omogeneo di Carnot (di passo r e con N generatori). 


Il sub-Laplaciano canonico di G è l'operatore differenziale del second’ordine Ag := DE Y?. Un 
sub-Laplaciano di G è un operatore differenziale della forma E X?, essendo X1,...,X N; una 
qualsiasi base di span{X,..., Yw}. È 

In breve, un gruppo di Carnot omogeneo è un gruppo di Lie omogeneo su RN con l'ipotesi 
addizionale (C1). Vi sono semplici esempi di gruppi di Lie omogenei che non soddisfano (C1), 
come ad esempio il gruppo abeliano (R?, +) conlle dilatazioni $1(x9), 2‘) = (Ax, X?x(2)). Esempi 
classici di gruppi di Carnot e dei relativi sub-Laplaciani sono (RN, +) con l’operatore di Laplace 
e il gruppo di Heisenberg H" col Laplaciano di Kohn Agn. È immediato verificare che un gruppo 
omogeneo di Carnot è anche un gruppo di Carnot secondo la Definizione 2.1. Tuttavia vi sono 
gruppi di Carnot che non sono gruppi di Carnot omogenei secondo la Definizione 2.2. 


e L'operatore Li := (21)? + (8, + 2193)? è il sub-Laplaciano canonico sul gruppo di Carnot 
omogeneo RS con l'operazione e la dilatazione seguenti 


roy=(21+Y1,T2+Y2,23+43+1%2), 6r(2) := (re, rea, 1223). 


e L'operatore La := (01 — #33)? +(&+ 5 33)? è il sub-Laplaciano canonico sul gruppo di 
Carnot omogeneo R3 con l'operazione e la dilatazione seguenti 


Toy= (21 +Y1,12+ Y2, 13 + v3 + 3142 _ 32271), (2) = (rar, ro, r°z3). 
e L'operazione su R3 
roy= (settsinh(sinh(21) + sinh(y1)),22 + y2 + sinh(21)y3, 23 + %3), 


definisce un gruppo di Carnot che non è omogeneo rispetto ad alcuna dilatazione su R3 della 
forma (2.2). Poniamo 


£3 := ((1+ sinh°(21))-!/20,)? + (83+ sinh(x1)8)". 
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e I tre gruppi di Carnot di cui sopra sono tutti tra loro isomorfi ed isomorfi al gruppo di 
Heisenberg H!. Ricordiamo che su H? l'operazione e la dilatazione sono 


roy=(r1+y1,T2+Y2,t3+y3+ 22% — 221%), dr(2):= (reni reo, r°23). 
Gli operatori £1, £2, £3 di cui sopra sono equivalenti al Laplaciano di Kohn 


Api = (81 + 22293)? + (82 — 22193)?. 


Sia G = (RN,0,6,) un fissato gruppo omogeneo di Carnot di passo r ed N; generatori e sia g 
l’algebra di Lie di G. Nel seguito adotteremo la seguente notazione: I è la mappa identica su 
GeseX = LN di è un campo vettoriale su RN, XI = (a1,...,an)T è il vettore colonna 
delle componenti di X. Due campi vettoriali arbitrari possono essere linearmente indipendenti 
in C®°(RN,RN) senza necessariamente essere linearmente indipendenti in ogni punto {come ad 
esempio i campi su R? (1,0) e (0,1)). Inoltre, due campi vettoriali possono essere linearmente 
dipendenti in ogni punto senza essere linearmente dipendenti in C®(RN, RN) (come (1,0) e (21,0). 
Nessuna delle precedenti situazioni si può verificare per campi invarianti a sinistra su un gruppo di 
Lie. . 
Osservazione 2.1. Siano X1,..., Xm € g. Se esiste ro € G tale che X1I(0),...1Xm/(To) sono 
linearmente indipendenti in RN, allora X1/(x),..., Xm/() sono linearmente indipendenti per ogni 
x € G. Viceversa, se esiste ro € G e scalari c1,...,6m tali che c1X1I(r0) +--- + cmXm/(20) =0, 
allora ci X1/(x)+--++CmXmI(x) = 0 per ogni x € G. Di conseguenza, se X1,..., Xm appartengono 
a g, essi sono linearmente indipendenti se e solo se lo sono in ogni punto, o equivalentemente, se lo 
sono in almeno un punto. 


Ricordiamo ora la definizione di mappa esponenziale su g. Se X € g, allora, per ogni fissato 
x € G, il sistema di EDO 
f0)= (XD), 10) =, 


ha un'unica soluzione di classe C® definita su R. Se Y è tale soluzione, poniamo exp[X](x) = Y(1). 
La mappa esponenziale è definita da 


Exp :g—G, Exp(X)=exp[X](0). 


Chiamiamo base jacobiana di g la base dei campi vettoriali in g che coincidono nell’origine con le 
derivate parziali coordinate. Quando su g è assegnata la base jacobiana, la matrice jacobiana di 
Exp nell’origine è la matrice identità, quindi Exp è un diffeomorfismo da un intorno di 0 € g su 
un intorno di 0 € G. Ove definita, denotiamo con Log la mappa inversa di Exp. Sussiste una 
notevole relazione tra la legge di gruppo e la mappa esponenziale. 


Osservazione 2.2. Quando Log (y) è ben posto, si ha x 0 y = exp[Log (y)](x). 


Questa osservazione mostra che l'operazione su G è determinata in modo univoco dall’algebra g 
e quindi, se due gruppi omogenei di Carnot (R, 01), (R,02) hanno la stessa algebra di Lie, allora 
o; e 02 coincidono. Questo prova che, dati i campi regolari X1,...,Xm su R, esiste al più una 
struttura di gruppo omogeneo di Carnot su R” la cui algebra sia Lie{X1,..., Xm}. Qui abbiamo 
indicato con Lie{X1,..., Xm} la più piccola sottoalgebra di C®°(RN, RN) contenente X1,...,Xm. 
Si ha 

Lie{X1,..., Xm} = span{Xy|J € {1,...,m}}, k e N}, 

ove, se J = (Î1,-.., Jk) € {1,...,m}F, abbiamo posto Xy := [Kji, +. [Xjx_11Xjx] ---]. Diciamo che 
Xj è un commutatore di lunghezza £ di X1,..., Xm. Se J = j1, diciamo inoltre che Xy := X; 
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è un commutatore di lunghezza 1 di 5) C’TOPIRNTE, GR 

Sia {J\}x il gruppo di dilatazioni su G definito in (2.2). Una funzione a valori reali a(x) definita 
su G è detta d\-omogenea di grado #8 € R se, per ogni z €GeA>0, si ha a(6 (x)) = Xfa(x). Un 
operatore differenziale lineare X è detto d\-omogeneo di grado 8 € R se, per ogni 9 € C°(G) e 
A> 0, si ha X(p06) = \f(Xg)o6d\. In riferimento alla forma (2.2) della dilatazione d\, definiamo 


un peso omogeneo di un multi-indice y € (NU {0})N, |yle := DRS n, 


Proposizione 2.3. Le sole funzioni regolari dy-omogenee di grado B sono i polinomi della forma 
Vhi a=9 £, cy € R. Di conseguenza, un campo vettoriale regolare $\-omogeneo di grado k < r 
(k € N) ha la forma seguente 


Dia. (0/02) + Diga DMI, lA). (0/04), (2.3) 


ove al è un polinomio $\-omogeneo di grado i — k. In particolare, un campo vettoriale regolare 
d\-omogeneo di grado k > r è necessariamente l’operatore nullo. 


Grazie ai precedenti risultati, non è difficile dimostrare che i campi vettoriali della base jacobiana 
{2 |k < r, î < N} hanno le seguenti proprietà: 
(A0) z( DI, SERA to) sono linearmente indipendenti e $\-omogenei di grado 1; 
(A1) la dimensione di span{Z® I(x),. ca ZIP I(2)} non dipende da x ed è uguale a Ny; 
(A2) la dimensione di span{Z! /(x) | k < r, î < Nk} non dipende da x ed è uguale a N. 


Torniamo ora al problema (i) della Sezione 1. A questo proposito, fino alla fine della presente 
sezione, X1,..., Xm (m > 2) sarà una famiglia fissata di campi vettoriali regolari su RN. Fissiamo 
alcune notazioni. Se X, Y sono campi vettoriali regolari, [X,Y] = XY — YX denota l’usuale 
commutatore. Dato k € N, indichiamo con Wl) lo spazio vettoriale generato dai commutatori di 
lunghezza k di X1,..., Xm e, per x € RN, poniamo 


W®I(2) := span{XI(x)] X e W} = span{XyI(2)|J € {1,...,m}*}. 


Per finire, se x € RN, si pone Lie{X1,..., Xm}/(x) := span{X/(2)|X € Lie{X1,...:Xm}}. Le 
proprietà (A0)-(A1)-(A2) della base jacobiana di un gruppo di Carnot omogeneo suggeriscono di 
fare le seguenti ipotesi sui campi X He 


Le ipotesi sui campi vettoriali. Con le precedenti notazioni, assumiamo che i campi vettoriali 
regolari X1,...,Xm suRN soddisfino le seguenti ipotesi: esiste una famiglia di dilatazioni su RN 
della forma 

By (1) = 6 (eV rd...) = AD Nr... Nn) (2.4) 


(over > 1 è un intero fissato, xl e RN: (i=1,...,r)eNM+---+N,= N), tale che 
(HO) X1,..., Xm sono dy-omogenei di grado 1 e sono linearmente indipendenti; 

(H1) dim(W) = dim(W®I(0)), per ognik=1,...,r; 

(H2) dim(Lie{X1,..., Xm}/(0)) = N. 
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Lo scopo della Sezione 3 è mostrare che le precedenti ipotesi sui campi X1,..., Xm sono suf- 
ficienti (oltre che necessarie) affinchè Sor de sia un sub-Laplaciano su un opportuno gruppo 
omogeneo di Carnot. L’ipotesi (HO) è il requisito minimo su X1,..., Xm affinchè essi definiscano 
un sub-Laplaciano su un gruppo di tipo omogeneo. L’ipotesi (H1) è suggerita dall’Osservazione 
2.1. Inoltre, in poche parole, quando l’ipotesi (H2) è verificata, allora l’algebra di Lie astratta 
Lie{X1,...,Xm} ha la “giusta” dimensione N per poter essere l’algebra di un gruppo di Lie su 
R. Seguendo (H1), l’ultima ipotesi potrebbe anche essere sostituita da 


(H2) dim(W) +... +dim(W®)=N. 


Abbiamo preferito scriverla in una forma che ricorda la condizione d’ipoellitticità di Hòrmander 
per una somma di campi vettoriali (qui la condizione è richiesta in un solo punto). Come noto, 
la condizione di Hérmander è sempre verificata per un sub-Laplaciano. Osserviamo esplicitamente 
che le condizioni (H0)-(H1)-(H2) sono indipendenti. Infatti: 


e i campi vettoriali d,,, 2,, su R3, assieme con le dilatazioni euclidee, soddisfano (HO) e (H1) 
ma non (H2); 


e i campi vettoriali dx,, 9x7, dx, + 1253 su R, assieme con le dilatazioni (Ax1, Ax2, A?£3), 
soddisfano (H0) e (H2) ma non (H1); 


e i campi vettoriali 4, + x19x,, dr, su R? soddisfano (H1) e (H2) ma non soddisfano (HO) 
per nessuna dilatazione (A©z1, Xfx2) su R2. 


Si può dimostrare che la dimensione dim(W) dello strato di commutatori W è legata alla 
forma (2.4) delle dilatazioni d). 


Proposizione 2.4. Se X1,...,Xm soddisfano le ipotesi (HO)-(H1)-(H2), allora per ogni k = 
1,...,r si ha dim(W°)) = N, ove Ni,..., N, sono come în (2.4). 


Non è difficile dimostrare che se X1,..., X,m soddisfano le ipotesi (Ho)-(H1)-(H2), allora essi 
hanno anche le seguenti proprietà 


(H1)"  dim(W®I(x))=dim(W®),  vk<r, veeRN. 
(H2)* = dim(Lie{X1,...,Xm}I(2))=N,  VreRV. 


La (H2)* è la ben nota condizione d’ipoellitticità di Hòrmander per i campi X1,...,Xm. 


3. Costruzione del gruppo. 


Per cominciare, ricordiamo alcuni risultati di base sulla soluzione di “tipo esponenziale” di un 
sistema autonomo di EDO. Faremo uso di notazioni simili a quelle usate per la mappa esponenziale 
sui gruppi di Lie. Tuttavia, osserviamo esplicitamente che qui non si suppone sia data alcuna 
struttura di gruppo. 

Sia assegnato X = Dix I); d;, campo vettoriale regolare su R”. Sia poi x € RY fissato. Sia 
Y(t) la soluzione con dominio massimale D(X,x) C R del problema autonomo ordinario di Cauchy 


(C) FHO=XIM0), 20)= 2. (3.1) 
Scriveremo anche 7(t) = Y(t; 2) = Yx(t;). Ogniqualvolta 1 € D(X, x), si pone 


exp[X](x) := 7x(1;2). 
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Per ogni fissato K sottoinsieme compatto di RY, esiste ex > 0 tale che Y(t; x) è ben posta per ogni 
(t;1) € (-ex,€x) x K. Dall’unicità della soluzione di (C), si ottiene 


reEK, Isl+ltl<ex > 2x($57x(t62))=x(5+t;2) 
reKk, |Ml<ex > Ix(Atc)=mnx(t;e). 


Dalle precedenti si trae che, se KX è un sottoinsieme compatto di RN e se \ € R è abbastanza 
piccolo, allora exp[A.X](x) è ben posto per ogni x € K. Se exp[-X](exp[X](x)) è ben posto si ha, 
exp[-X](exp[X](x)) = x. Inoltre, da (3.2), segue exp[tX](x) = Y(t), ove y è la soluzione di (C). 
Per la regolarità di X, y(t) è infinitamente derivabile attorno a 0 ed il suo sviluppo di Taylor è dato 
da 


Ntix)=Vi-o gXFI(2):t4+0.(t1"41), set-0. (3.2) 
Qui X° := I e X* è la potenza k-esima dell’operatore X. (3.2) segue da 
(00) = (ANN), Vf e C°(RN,RN). 


Questi risultati saranno utilizzati in seguito senza richiamarli. Per tutta questa sezione, {5}, è una 
fissata famiglia di dilatazioni su RN come in (2.4), mentre X1,..., Xm è una famiglia di campi vet- 
toriali soddisfacenti alle ipotesi (H0)-(H1)-(H2) della Sezione 2. Poniamo g:= Lie{X1,...,Xm}. 
Per ogni k=1,...,r, 2... «Li è una fissata base di W‘). Da (2.3) segue 

ZI = DM alti 0/02 + Pr Dal 3/0, (3.3) 
ove alti) è un polinomio d\-omogeneo di grado s — k. Per finire, per ogni é € RN poniamo 
E Ze Via CA ez. Il seguente risultato sarà cruciale nel seguito. 
Proposizione 3.1. Nelle notazioni precedenti, la mappa 

Exp :RV — RN, &+ Exp(é) := explé - Z](0) 


è un diffeomorfismo di RN in sè con componenti polinomiali. La funzione inversa di Exp, che 
denotiamo con Log, ha anch'essa componenti polinomiali. 


Dimostrazione. Per definizione, si ha Exp (é) = Y(1), ove Y risolve il problema di Cauchy 


Pio sO) = Cu ERE NZAIOO), 20)=0. 


Fissiamo k € {1,...,r} e j € {1,..., Nk}. Secondo la notazione introdotta in (2.4), il sistema (P)1 
può essere scritto nella forma ; 


SV 1) = 40° a. Y (0) =0 
cp), J IPO=A42 0 + 400), 720) =0 
40 (1) i AN . em) RA pa AM (70 (1), fa: 70-90) . e(k), 719 (0) =0, 


Qui, per ogni s < r e k < s, abbiamo introdotto la matrice di ordine Ns x Nk 


s- kj 
A) a VAGICRA 2° k)) ce O) nea 
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dove alt) è un polinomio dy\-omogeneo di grado s — k (si veda (3.3)). In particolare, è immediato 


riconoscere che yl!) dipende solo da £‘1) (in modo polinomiale), y(2) dipende solo da €01) e €) (in 
modo polinomiale), e così via. E quindi immediato provare che Exp (é) ha componenti polinomiali. 
Per finire, per ogni assegnato 7 € R”, l’equazione n = Exp (É) può essere riscritta come 


1 2 T r Tr r r- 
nl®) = Al ). e), nl = Al ) a0) + fe), uu, NOM = AM e L4 gle) .,., 6002, 
ove f(2,...,f() sono funzioni a componenti polinomiali e le matrici A) sono tutte invertibili. Di 
conseguenza, Exp è biettiva e la sua inversa ha componenti polinomiali. ni 


Dalle definizioni di Exp e Log, segue 
exp[Log (x) - Z}(0)= x, Vx € R; Log (explé - Z](0)) =&, Wé € g. 


Possiamo ora definire la legge di gruppo associata ai campi X1,..., Xm. La seguente definizione ci 
è suggerita dall’Osservazione 2.2. 


Definizione 3.2. Se X1,..., Xm soddisfano le ipotesi (HO)-(H1)-(H2), sì pone 
x, yeR”, roy:=exp[Log(y)-Z](2). 


A prima vista, o sembra dipendere dalla scelta della base Z per g. Tuttavia non è così, come 
segue una volta provato che o definisce una struttura di gruppo omogeneo di Carnot su R con 
algebra di Lie g (che è fissata con i campi). Siccome X1,..., Xm sono campi regolari, l'applicazione 
RN x RN 3 (x,y) roy € R è di classe C°. Il seguente risultato, assieme alla Proposizione 
2.3, prova che o ha in effetti componenti polinomiali. 


Teorema 3.3. Con le notazioni della Definizione 3.2, si ha 

Sx(2oy) = (6x(2)) 0 (dx(9)), = VA>O0, Va, ye RN. 
Infatti, una volta provato che, per ogni A > 0, n, y € RN, si ha 

Exp (6x(n)) = dx (Exp (n)), —d(Log(y)) = Log (dx(y)), 
segue 


6x(£ 0 y) = d\(exp[(Logy) - Z](x)) = exp[dx(Log (y)) : Z](dx(2)) 
= exp[Log (6(y)) - Z](dx(x)) = (dx(£)) 0 (da(y)). 


Il seguente passo fondamentale è provare che o definisce su RN una struttura di gruppo. A tal 
fine, facciamo uso del seguente risultato, che è una formulazione debole della formula di Campbell- 
Hausdorff (si veda l’Appendice). 


Lemma 3.4. Per ogni X, Y € g esiste H € g tale che 
exp[Y](exp[X](x)) = exp[H](2), vreRN. (3.4) 


Osserviamo esplicitamente che H dipende solo da X e Y (e dalla struttura di g), mentre non 
dipende da x. 
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Il Lemma 3.4 ci permette di definire su g = Lie{X1,..., Xm} un’operazione binaria ©, come ora 
ci accingiamo a descrivere. Proveremo alla fine della sezione che questa operazione è associativa, 
deducendolo come conseguenza dell’associatività di o, e non viceversa. Siano X, Y € g arbitrari- 
amente assegnati. Grazie al Lemma 3.4, possiamo scegliere un campo H = H(X,Y) € g(chea 
priori non è unico) tale che valga (3.4); per tale scelta di H , poniamo X © Y := H(X,Y). Questo 
definisce un'operazione binaria (X, Y)H XoY su g. Siccome l’applicazione 


RT —g, fHgZi= Pri ez 
è un isomorfismo di spazi vettoriali, possiamo anche definire un’operazione su RN come segue: per 
ogni &, n € RN poniamo € * n := ( dove € è l’unico vettore di RN tale che (E Z)o(n:Z)=C-Z. 
Da queste definizioni si ha 
exp[m + Z}(explE + Z}(x)) = expI[(é * n) - (2). (3.5) 
Ciò ha una fondamentale conseguenza: fissati x, y € RX, dalla Definizione 3.2, si ottiene 
Toy = exp[Log (y) - Z](2) = exp[Log (y) - Z](exp[Log (x) - Z](0)) 
= exp [(Log (x) + Log (y)) - Z](0) = Exp (Log (x) + Log (y)). 
Questo dà, per ogni x, y € R e per ogni E,m € RN 


Log (r0y)=Log(r)*Log(y), —Exp(é*mn)=Exp(é)oExp(m). (3.6) 
Teorema 3.5. Sia o come nella Definizione 3.2. Allora (RN, 0) è un gruppo. 
Dimostrazione. È immediato provare che 0 è elemento neutro per o e che l'inverso di x € RN 
è dato da x! = Exp(—Log(x)). Per finire, fissiamo x, y, z € RN. Dobbiamo provare che 
(roy)oz=x0(y02). Infatti, da (3.5) segue 

(10 y) 0 2 = exp[Log (2) + Z](exp[Log () - Z}(x)) = exp [(Log (y) + Log (2))  Z](2), 

mentre, da (3.6) si ottiene 

ro(y0 2) = exp[Log(y0 2) - Z](x) = exp [(Log (y) * Log (2) - Z](2). 
Questo conclude la prova. |] 


Per il Teorema 3.5, G := (RN, 0) è un gruppo di Lie. È naturale chiedersi se g=Lie{X1,..., Xm} 
coincide con l’algebra di Lie di G. 


Teorema 3.6. Ciascuno dei campi Vini (kK <r, j < Nx) è invariante a sinistra su (RN, o). 


Segue dall’associatività di o. 


Osservazione 3.1. Per il Teorema 3.6, segue che g = Lie{X1,..., Xm} è contenuto nell’algebra di 
Lie di G, che è N-dimensionale siccome la varietà soggiacente a G è RN. D'altra parte, anche 9g 
è N-dimensionale e quindi l’algebra di G coincide con g. 


Non è difficile ora dimostrare il seguente risultato. 


Teorema 3.7. Siano X1,..., Xm campi vettoriali regolari soddisfacenti alle ipotesi (Ho)-(H1)- 

(H2) della Sezione 2. Sia {6x}, la famiglia di dilatazioni definita in (2.4). Per finire, sia o 

l’operazione su RN introdotta nella Definizione 3.2. Allora G = (RN,0,6,) è un gruppo omogeneo 

di Carnot di passo r e m generatori. Inoltre, | ‘algebra di Lie di G coincide con Lie{x;;-yn} € 
121 X? è un sub-Laplaciano su G. 
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Osservazione 3.2. Dalle relazioni (3.6), segue che le operazioni binarie * su R e (attraverso la 
naturale identificazione di g con R) © su g definiscono delle strutture di gruppi di Lie isomorfi a 
(G, 0) e i seguenti sono isomorfismi di gruppi di Lie: 


Exp : (RN,+) — (G,0), é-> Exp(é)  7:(RN,+)+ (9,0), EHE Z. 


4 Esempi. 
Dato n € N, B, denoterà la seguente matrice quadrata di ordine n (nilpotente di passo n) 
0 0 «a 0 
B.:=|. . i ; (4.1) 
0 10 


4.1 Il Laplaciano classico e quello di Kohn. 


Gli esempi più semplici di sub-Laplaciani sono gli operatori ellittici a coefficienti costanti e il Lapla- 
ciano di Kohn sul gruppo di Heisenberg. Trattiamo brevemente questi due casi. 

L’unico esempio di gruppo omogeneo di Carnot di passo 1 è dato dall’usuale gruppo additivo su 
R. Se d) denota l’usuale dilatazione euclidea su RN, una famiglia di campi che verifica le ipotesi 
(HO)-(H1)-(H2) è necessariamente data da {X;};<w ove X; = Fe dij di e A = (aij)ij è una 
matrice invertibile di ordine N e quindi Gia X 7 è un operatore ellittico a coefficienti costanti. 
Dati é, x € RN, si ha exp[é](x) := exp[DN, &X;jl(2) = Y(1), ove 4(r) = A-€ e Y(0) = 2. Ne segue 
exp[é](x) = x + A- €, Exp (€) = A-€, Log(y) = 471 -y e quindi 20 y = exp[Log(y)](x) =x+y. 

Consideriamo H” := R?°#! j cui punti saranno denotati con 2 = (x,y,t), x,y € R” e t € R. 
Consideriamo i campi Xj := dx, + 24; &, Yj = dy; — 2x; A; (j=1,...,n). Se su H" introduciamo 
le dilatazioni 6\(z) = (Ax, Ay, A°t), è facile riconoscere che i suddetti 2n campi soddisfano le ipotesi 
(Ho)-(H1)-(H2). Poniamo T := [X;,Y;] = -44. Dati G = (é,m.,7), 2 = (2,y,t) € H", si ha 
exp[(](2) = exp[Dt1(6X; +74) + 112) = (4(1), /(1), p(1)) ove 


(i, Ù, ò)(7) a (€, n 47 + 2(U(7), È) si 2u(r), n), (4 V, P)(0) = (2, Y i). 


Ne segue allora exp[(](z) = (r +E,y+mt — 47 + 2(y, €) — 2(2,m)), e quindi Exp(6) = (£, n, -47), 
Log (2’) = (x’,y/, -t'/4). Fissati ora 2, 2’ € H”, si ha 


zoz' = exp[Log(2°)](2)=(r+2',y+y,t+t+2y,2°)-2(2,9)). 
Il gruppo (H”,0) è il ben noto gruppo di Heisenberg, mentre l'operatore Ayn := Via (Xx? + Y?) 
è il Laplaciano di Kohn sul gruppo di Heisenberg. 
4.2 Sub-Laplaciani di tipo Bony. 


Introduciamo ora un nuovo esempio di gruppo omogeneo di Carnot. In [B, Remarque 3.1], J.M. 
Bony si riferisce al seguente operatore L su RN+! (i cui punti denotiamo con (0, £1,-..,tN)) 


= E) 2_9 N_8 \2 
L= gn + (con +00 +0 +20 57) 


come ad un esempio di somma di quadrati che verifica l’ipotesi di Hòrmander e che tuttavia ha una 
forma quadratica “molto degenere”. Evidentemente L non è un sub-Laplaciano su alcun gruppo di 
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Carnot, in quanto il campo mi, xi 8/0; si annulla sull’iperpiano xo = 0. È tuttavia sufficiente 
aggiungere una variabile per liftare l'operatore ad un sub-Laplaciano. Consideriamo infatti su R?+N 
(i cui punti saranno denotati con (t, 5,2), t, s € R, x € RN ) il seguente operatore 


L:=T°+ 8°, ove T:=0, S:=0+t0,+$%2 +-+ den =9d9+ EN, tds; 
Se consideriamo su R?+N la famiglia di dilatazioni definita da 


bx(t,8,2) := (At,As,A°z1,A°z2,... ANt EN), 


è immediato verificare che i campi T e S sono linearmente indipendenti e d\-omogenei di grado 1 


e dunque verificano l’ipotesi (HO). Per ogni £ = 1,..., N consideriamo poi 
N j—k N-k 
XK := (DD, 11,5] = Vine or de; = da +10 + + den 
k volte 


Nelle notazioni dei paragrafi precedenti si ha Wl) = span{T, 5}, W(#1) — span{Xx} (k = 
1,...,N) e dim(Lie{T,5}/(0)) = 2+ N, e dunque anche le ipotesi (H1) e (H2) sono verifi- 
cate. Ne segue che £ è un sub-Laplaciano su un opportuno gruppo di Carnot (G,0) su R21N, 
avente passo 1+ N e 2 generatori. Si può dimostrare facilmente (col procedimento illustrato nei 
paragrafi precedenti) che la legge di gruppo o per G è data da 


(t,5,2) 0(T,0,Y) = (T+t,0+s8,21+y1+0t,....tn+ Live +e mn) 


4.3 Una classe di sub-Laplaciani in Teoria dei Sistemi di Controllo. 


In questo esempio, trattiamo in dettaglio un tipo di gruppo di Carnot che si presenta in Teoria dei 
Sistemi di Controllo, rinviando a [A] per una descrizione della sua rilevanza in questo contesto. In 
RN consideriamo i seguenti campi vettoriali 


X1 :=01+2203+230+---+xv-10Nn, X2:= 8. 


Per ogni & = 3,..., N si ha Xx := [Xk-1,-X1] = & ed è dunque immediato riconoscere che i campi 
X1, X2 verificano le ipotesi (H0)-(H1)-(H2) rispetto alla famiglia di dilatazioni 


dx(11, 2, T3,... EN) = (A 1, A 22, M°r3, ves) ANN). 
Ne segue che £ = X? + X? è un sub-Laplaciano su un opportuno gruppo di Carnot (G,0) su R, 


avente passo N — 1 e con 2 generatori. In [A] viene data una rappresentazione di G mediante 
matrici della seguente forma 


1x2 23 ca »-- TN 
22 aN=23 
0 1 TC > 22) 
ori ) |=(enz,,...,am €G, 
00 0 1 3 
TI 


fa) 
° 
[= 
° 
(nr 
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mentre la legge di gruppo è ovviamente l’usuale prodotto matriciale. Di seguito mostriamo come 
ottenere l'operazione anche nel modo descritto nei paragrafi precedenti. Sia € € R fissato. Si ha 


Di _16 Xx = (€162,64 €1%2,...,€Év+&1%n-1)=€+6H-c, 


ove H è la seguente matrice quadrata di ordine N 


0 0 
ni(0 30.) 


Ne segue explé](x) := exp[YÎ Li € Xi](2) = 2(1) ove (7) = E +61 H + A(1), 10) = 2, da cui 
Y(r) = exp(tir H) 2 + ST exp(é (r — 1) H) Edi. 
In particolare, si ha 
explé](x) = exp(é1 H)-2 + Jo exp(é1 (1-1) H) € dt, 
Exp (6) = fo exp(é1 (1-1) H) Edi. 


È immediato osservare che per ogni o € R risulta 


1 0 
exp(0H)= (0 exp(pBw-1) ) 


Dato y = (Y1,9) € R, l’equazione y = Exp(é) è equivalente al seguente sistema (posto & = 


(É1, €) (Sì RN) 


vi =, 
7= fl exp(&1(1-1)Bw-1) -Édt. 
Di conseguenza si ottiene 


Log (1) = (va; (So exp(a(1 — OBy_1) de)" +7). 
Dati x e y € R si ha quindi 
roy =exp[Log(y)](r)=y+exp(y1 H)-2=(y1+%1,9+exp(y1Bw-1) -©) 
= (Y1+%1,92+%2,Y3+%3+y1%2,.-.,YN + iaia): 


4.4 Sub-Laplaciani di tipo Kolmogorov. 

In [LPo] viene per la prima volta introdotta una struttura di gruppo naturalmente associata ad 
una classe di operatori ipoellittici ultraparabolici che includono i classici operatori modello di 
Kolmogorov-Fokker-Planck. Mostriamo come questa struttura definisca un gruppo omogeneo di 
Carnot. Su RN consideriamo l’operatore 


Li= TRL (0.,)" + (0 — (0 B- W)} =: DR X7+Y?, 


ovex € RN, t € R,V=(d%,,...,9zy)7 mentre B è una matrice quadrata N x N del tipo seguente 
0 BA 0 -.. 0 
0 0 B@ 
Bale a : “ Dda 
0 0 0 B® 


(<) 
(©) 
(co) 
(>) 


41 


dove, per j = 1...,r, B) è una matrice di ordine PjXPj+1 di rango pj+1, P1 > P2 > <-> pr41 > 1 
e p1+92+-::+pr+1 = N. Consideriamo poi su RN+! la seguente famiglia di dilatazioni 


Sx(t,£) = (At,Ax0D, A°209,... At lt), 


ove, per ogni j = 1,...,r +1, xl) € R?i. Non è difficile mostrare che i campi X1,...,Xpi;Y 
verificano le ipotesi (H0)-(H1)-(H2). L'operazione di gruppo che si può costruire come mostrato 
nella Sezione 3 risulta essere 


(t,2)0(s,y)=(1+s,y+ exp(—sB7) -p): 


Osserviamo esplicitamente che questa è la stessa operazione di gruppo data in [LPo]. (RN1,0) 
è un gruppo omogeneo di Carnot di passo r + 1 e con 1+ p1 generatori. Osserviamo infine che, 
ser=N-1,p41=p;j=le BG) = (1) per ogni j = 1,...,r, l'operatore differenziale del 
second’ordine 

(-d+19,+ 02023 +-+ tn-195y)° + (0a)? 


è un sub-Laplaciano di tipo Kolmogorov su R!+N analogo a quello studiato in [A] (Esempio 4.3). 


5 Appendice. La formula di Campbell-Hausdorff. 


Lo scopo dell’Appendice è di dare una traccia della prova del Lemma 3.4 (si veda la Parte 2). 
Inoltre, partendo da alcune osservazioni sulla formula di Campbell-Hausdorff e da alcuni risultati 
generali sulla teoria dei gruppi e delle algebre di Lie, mostriamo un modo standard di costruire 
nuovi esempi di gruppi di Carnot (si veda la Parte 1). 


Parte 1. La formula di Campbell-Hausdorff per i gruppi di Lie ed un’appli- 
cazione. 


Per cominciare, richiamiamo alcuni riferimenti bibliografici ed alcuni risultati noti sulla formula di 
Campbell-Hausdorff. Brevemente, se X e Y sono due indeterminate non commutative, la formula 
di (Baker-)Campbell-(Dynkin-)Hausdorff dice che “log(exp(X)exp(Y))” è esprimibile in termini di 
una somma infinita di commutatori iterati di X e Y. Questo asserto può essere reso preciso in 
molti contesti: per serie formali, per algebre di matrici, per algebre di Banach normate, per gruppi 
di Lie finito-dimensionali, per soluzioni di equazioni differenziali, ecc. Riferimenti classici su tale 
formula sono Bourbaki [Bou], Hausner-Schwartz [HS], Hochschild [Ho], Jacobson [J], Varadarajan 
[V]. Applicazioni di questo strumento all’Analisi sono trattate per esempio in [Hor, RS, VSC]. 
Alcune notevoli applicazioni della formula di Campbell-Hausdorff si possono trovare in [DST, E, 
O, Ot, S, T]. 

Siccome siamo principalmente interessati ai gruppi e alle algebre di Lie, ricordiamo brevemente 
come la formula di Campbell-Hausdorff si presenti naturalmente in questo contesto. Sia (n, []) 
un’algebra di Lie nilpotente astratta. Per X, Y € n poniamo! 

_]Yn+1 Pi (5 Ire pr In-1 
xoy=Yl 1) » (ad X) et ta pe di 
Sion nf (i+) plat pata 
1<isn (5.1) 
= X4Y +4 X.Y] + ù DX, E, Y]] - XY] 
- # MX, [X,Y]]]- &[X,[X, [X, Y]]] + commutatori di lunghezza > 5. 


Usiamo la notazione (ad A)B = [A, B]. Inoltre, se gn = 0, il termine nella somma (5.1) è per convenzione 
++ (ad X)Pn-1(ad Y)Pn-1(ad X)P=-1!X. Chiaramente, se gn > 1,0g9n =0 e pn > 1, il termine è zero. 
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Siccome n è nilpotente, (5.1) è una somma finita e © determina un'operazione binaria su n, definita 
in modo universale da somme di certi monomi di Lie. Ora, sia (G, 0) un gruppo di Lie con algebra g. 
Supponiamo che la mappa esponenziale Exp : g + G abbia una funzione inversa Log globalmente 
definita. È dunque ben data su g l'operazione 


gxg3(X,Y) Log(Exp(X)oExp(Y)). 


Con questa legge compositiva, g è ovviamente un gruppo di Lie isomorfo a (G,0) via Exp. Dal 
seguente notevole risultato, segue che questa legge è (sotto opportune ipotesi su G) precisamente 
la legge intrinseca definita in (5.1), i.e. vale la seguente formula di Campbell- Hausdorff 


Log (Exp (X)o Exp(Y))=XoY, VX,YEg. (5.2) 


Teorema 5.1 ([CG], Theorem 1.2.1). Sia (G,0) un gruppo di Lie connesso e semplicemente 
connesso. Supponiamo che l’algebra di Lie g di G sia nilpotente. Allora © definisce una struttura 
di gruppo di Lie su g e Exp : (9,0) + (G,0) è un isomorfismo di gruppi di Lie. In particolare, se 
Log è la funzione inversa di Exp, vale (5.2). 


Ricordiamo poi il Terzo Teorema Fondamentale di Lie, un altro risultato profondo della teoria 
generale dei gruppi di Lie. 


Teorema 5.2 ([V], Theorem 3.15.1). Sia g un’algebra di Lie finito-dimensionale. Allora, esiste 
un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso la cui algebra di Lie è isomorfa a g. 
Dai precedenti due teoremi si ottiene il seguente risultato. 


Osservazione 5.1. Se n è un’algebra di Lie nilpotente e di dimensione finita, allora © definisce una 
struttura di gruppo di Lie su n. Diciamo che © è l’operazione di Campbell-Hausdorff su n. 


Ci interessa applicare questa osservazione per mostrare un modo standard di costruire gruppi 
di Carnot su RN. Questa costruzione fa uso di fm,r, l’algebra di Lie libera e nilpotente di passo r 


e m generatori E1,..., Em. Ricordiamo che, per definizione, fm,r è l’unica (a meno di isomorfismi) 
algebra di Lie nilpotente di passo r generata da m dei suoi elementi E1,..., Em, tale che per ogni 
algebra di Lie n nilpotente di passo r e per ogni applicazione e da {E,...,Em} a n, esiste un 


(unico) morfismo di algebre $ da fm, a n che estende g. È possibile costruire una base per fm, 
mediante un semplice algoritmo, dovuto a Hall [H], che ricordiamo brevemente. Gli elementi della 
base di Hall per fm,r sono definiti in modo ricorsivo come segue: 


© Ei,..., Em (i generatori di fm,) sono i primi m elementi della base di Hall e sono detti i 
monomi standard di lunghezza 1; 


e se 2<n <r, supponiamo che i monomi standard di lunghezza 1,...,n — 1 siano definiti; 
supponiamo anche siano ordinati in modo arbitrario, tale che u < v se lungh(u) < lungh(v); 
allora [u, v] è un monomio standard di lunghezza n se lungh(u) + lungh(v) = n e se, inoltre, 
valgono le seguenti proprietà: 


1. % e v sono monomi standard tali che u > v; 
2. se u = [x,y] è la forma del monomio standard «, allora v > y. 


I monomi standard di lunghezza < r formano una base per fm,r e la decomposizione diretta 
fmr = W1®---®W,., ove W; è lo spazio generato dagli elementi della base di lunghezza i, è una 
stratificazione di fm, (si veda [H, Theorem 3.1)). 


Mediante i precedenti risultati è possibile costruire in maniera naturale degli esempi di gruppi 


43 


di Carnot omogenei e liberi di passo r ed m generatori (diciamo che un gruppo è libero se la sua 
algebra di Lie è isomorfa a fm,r, per opportuni m e r). Siano r >lem>?2 fissati e si ponga 
H := dim(fm,). Supponiamo che {E:}:<H sia una numerazione della base di Hall per fm, che 
preserva il suo ordinamento naturale <. Definiamo una famiglia di dilatazioni {Dx}x>0 su fer 
mediante DX, xiE;) = ; Je A“x;E;, dove a; è la lunghezza di E;. Per finire, identifichiamo 
fm, con R4 nel modo naturale introducendo l’isomorfismo di spazi vettoriali 7 : RE — fm,r) tale 
cher + Fi; x; Ei. Non è difficile provare il seguente risultato (osserviamo esplicitamente che, 
per l’Osservazione 5.1, (fm,r,9) è un gruppo di Lie). 


Teorema 5.3. Con le notazioni precedenti, per ogni x, ye RE e \>0 si pone 
soyi=n"(r(2)or(y)),  dx(e):= 7 (D(r(2))). 
Allora G := (RA, 0,6,) è un gruppo di Carnot omogeneo e libero. 


Diamo un semplicissimo esempio di una tale costruzione per un gruppo di Carnot omogeneo e 
libero G = (R!°,0,$1) di passo 2 e 4 generatori. Supponiamo fa,2 sia generata da E1,..., £4. La 
base di Hall E1,..., E1o per fa,2 è data da 


Er, E2, E3, Eq; [E2, Ei], [E3, Ei), [E4, Ei], [E3, Ea], [E4, E2], [E4, Eg]. 


Le dilatazioni su G sono definite da dx(2) = (Ar1,...;Ac4, A225,... :A?£10). La formula di Camp- 
bell-Hausdorff su un’algebra di Lie nilpotente di passo 2 è data da XoY=X+Y+ 3[X, Y]. 
La legge di gruppo o si ottiene semplicemente scrivendo esplicitamente Licio LE; 0 Li<10% E; 
rispetto alla base di Hall, facendo uso dell’antisimmetria e delle identità di Jacobi. 
Licio tiE o Vi<10%E; = Vizio LE; + Licio E; +3 Vij<io Ci; Ei, E] = > 
= Licalzi + yi)E: + (es +ys+3(02%1 — r1y2))E5 +» 
‘++ (10 + y10 + 3(24Y3 — 2344) Ero. 
Questo dà, per ogni x, y € G, 
Toy=(c1+Y1,T2+ 2,73 + Y3, Ta + Ya, Ts +ys+x2Y1+ 12,26 +6 +3(23Y1 — 143), 
© +y7+ (cavi — ©1Y4), 28 +8 + 37342 — 2203), 
9 + yo + 3(24 Y2 — 2244), Z10 + v10 + 3(04U3 — ca ya). 


Parte 2. Traccia della prova del Lemma 3.4. 


In questa sezione, X1,...,.X, sono campi vettoriali soddisfacenti le ipotesi (Ho)-(H1)-(H2) della 
Sezione 2. Poniamo g := Lie{X1,... 1Xm}. Ricordiamo che r è il passo di nilpotenza di g. 


Teorema 5.4. Siano X, Y € g fissati. Sia Z l’operatore differenziale definito dal seguente sviluppo 


r 


—1)jt1 7, XE2zyki\i 
dn > ee) 
si kitkg=] “1° "2° 

{addendi del tipo c- Y® Xn ... YW X1 con Lin(y+z;)>r}. 
Allora Z è un campo vettoriale appartenente a Lie{X,Y} (e quindi in g) tale che 


exp[Y](exp[X](x)) = exp[Z](x), Vx e RN. (5.3) 
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Dimostrazione. Fissiamo X, Y € g. Cominciamo con l’osservare che, con argomenti simili a quelli 
usati nella prova della Proposizione 3.1, si riconosce facilmente che l'applicazione R x RN a(t,2)t 
exp[t.X](x) ha componenti polinomiali. Inoltre si ha 


Pr lu+z)>r > YMXT... YI XUI=0. (5.4) 
Siccome exp[t.X](x) è una funzione analitica di t, (3.2) dà exp[X] = Vi-o #X*/. Fissiamo € RN 
e poniamo ®(t1,t2) := exp[t1Y](exp[t2X](x)), t1,t2 € R. Chiaramente ogni componente di ® è un 
polinomio in t1, t2. Si ha inoltre 


(#),o(f(expltX](c))) = (X*N)(x), fe CO(RN,RN), KEN, e € RN. 


Questo dà, per ogni k1, k2 € N, 


(Gia) tut ta) = (E) a (A), ol (exp YI(expltzX]))) 
= (0) Dept) = (AYA). 


Avendo ® componenti polinomiali e da (5.4), si ottiene 
exp[Y](exp[X](x)) = ®(1,1) = Ch +0 igi(AY9D(0). (5.5) 
Introduciamo ora l'operatore differenziale di ordine superiore 


da (et thith2 ki \Î 
W,X,Y):= Lia j ( latla=1 Fal ATI +) i 


Sviluppiamo formalmente W(t,.X,Y) ed ordiniamolo come polinomio in t, ponendo 
W(t,X,Y)= Vi t*Z4(X,Y)+ DT, tZ4(X,Y) =: Z(4,X,Y) + R(6,.X,Y). 
È facile riconoscere che, da (5.4), si ha (R(t, X,Y))F[ = 0, per ogni & > 0. Si ha 
Zx(X,Y) € Lie{X,Y}, V&S<Fr. (5.6) 
Da (5.6) il teorema segue facilmente. Infatti, se poniamo Z := Z(1, X, Y}), segue Z € g e inoltre 
exp[Z](2) = Dio 24 (0) = Dio E(Z(1,X,Y) + R(1,X,Y))fI(2) 
= Liui[zia SE (Clase) 


= I) + Vhs Fi YA (2) = exp[Y](exp[X](2)). 


L’ultima uguaglianza segue da (5.5), mentre la quarta è una conseguenza dello sviluppo in serie 
dell'identità 1+ x = exp(log(1 + x)), unitamente a (5.4). Per finire, (5.6) è provata in [D]. In tale 
articolo vengono utilizzate serie formali in due indeterminate non commutative X e Y. Mediante 
gli argomenti di nilpotenza poc'anzi utilizzati, è facile riconoscere che le identità tra serie formali 
in [D] sono consistenti anche nel nostro contesto. (| 
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